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Problem1

Problem1

Problem1(40points)
设正实数 a1, a2, ..., an 满足 a1 + a2 + ...+ an = 1. 证明:

n∑
i=1

ai
ai+1

≥
n∑

i=1

1− ai+1

1− ai
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Problem1

Solution

思路：适当变形 + 权方和不等式 + 均值不等式
n∑

i=1

ai
ai+1

≥
n∑

i=1

1− ai+1

1− ai
⇐⇒

n∑
i=1

(
ai

ai+1
− 1− ai+1

1− ai

)
≥ n

n∑
i=1

ai + ai+1

ai+1
−

ai +
∑

k ̸=i,i+1

ak

ai+1 +
∑

k ̸=i,i+1

ak

 ≥ n

Remark: ai +
∑

k ̸=i,i+1

ak = −ai+1 +

n∑
i=1

ai = 1− ai+1
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Problem1

Solution

⇐⇒
n∑

i=1


a2i+1 + ai

∑
k ̸=i,i+1

ak

a2i+1 + ai+1

∑
k ̸=i,i+1

ak

 ≥ n (Ψ)

由 Cauchy − Inequation(或者权方和不等式) 可知:a2i+1 + ai
∑

k ̸=i,i+1

ak

1 +
∑

k ̸=i,i+1

ak
ai

 ≥

ai+1 +
∑

k ̸=i,i+1

ak

2

代入 (Ψ) 式中，故我们只需要证明：
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Problem1

Solution

n∑
i=1



a2i+1 + ai
∑

k ̸=i,i+1

ak

1 +
∑

k ̸=i,i+1

ak
ai


a2i+1 + ai+1

∑
k ̸=i,i+1

ak

1 +
∑

k ̸=i,i+1

ak
ai



 ≥ n

⇐⇒
n∑

i=1

ai (1− ai)

ai+1 (1− ai+1)
≥ n

而我们由均值不等式可知：

n∑
i=1

ai (1− ai)

ai+1 (1− ai+1)
≥ n n

√√√√ n∏
i=1

ai (1− ai)

ai+1 (1− ai+1)
= n× 1 = n

故原命题成立！
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Problem2

Problem2

Problem2(40points)
对正整数 n，令 Sn = 1 + 1

2 + ...+ 1
n . 证明:

对满足 0 ≤ a < b ≤ 1 的任意实数 a, b，数列 {Sn} 中有无穷多项属于 (a, b)
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Problem2

Lemma

Lemma
调和数列 Sn = 1 + 1

2 + ...+ 1
n 发散.

Proof.
1

S2n = 1+
1

2
+ ...+

1

2n
= 1+

1

2
+

(
1

21 + 1
+

1

22

)
+ ...+

(
1

2n−1 + 1
+ ...+

1

2n

)

> 1 +
1

2
+

(
1

22
+

1

22

)
+ ...+

(
1

2n
+ ...+

1

2n

)
= 1 +

1

2
+ ...+

1

2
>

1

2
n
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Problem2

Solution

Lemma
调和数列 Sn = 1 + 1

2 + ...+ 1
n 发散.

Proof.
2

Sn = 1 +
1

2
+ ...+

1

n
>

∫ n+1

1

1

x
= ln(n+ 1)

n → +∞ Sn → +∞
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Problem2

Solution1

Step1.
令 N0 =

[
1

b−a

]
+1,m = [SN0

]+1,则 1
b−a < N0, 1

N0
< b−a. SN0

< m ≤ m+a

由我们的引理可知 ∃N1 = 22(m+1), 则 SN1
= S22(m+1) > m+ 1 ≥ m+ b.

从而，∃n ∈ N, N0 < n < N1 s.t. m+ a < Sn < m+ b ⇒ {Sn} ∈ (a, b)
否则 ∃N0 < k s.t. Sk−1 ≤ m+ a, Sk ≥ m+ b

⇒ Sk − Sk−1 = 1
k < 1

N0
< b− a 矛盾！

故一定 ∃n ∈ N s.t. {Sn} ∈ (a, b)
Step2.
假设只有有限个正整数 n1, n2, ..., nm s.t. {Sni} ∈ (a, b)
我们取 {Sni

} ∈ (a, b) 中的最小值为 d, 则 a < d < b, 故 !∃n ∈ N s.t.
{Sn} ∈ (a, d) 与 Step1. 中结论矛盾!
故原命题成立
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Problem2

Solution2

我们也可以利用连续性的观点来解决这个问题.(本质性)

Yang Kun (2313878@mail.nankai.edu.cn) Nankai University Quanzhou 2024.7 13 / 25



Problem3
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Problem3

Problem3

Problem3(50points)
设 x1, x2, ..., xn 是正实数. 证明:

n∑
i=1

1

x3
i + xi−1xixi+1

≤
n∑

i=1

1

xixi+1(xi + xi+1)
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Problem3

Lemma

Lemma
对任何非负实数 x, y, 我们有:

1

(1 + x)2
+

1

(1 + y)2
≥ 1

1 + xy

Proof.
1

(1 + x)2
+

1

(1 + y)2
≥ 1

1 + xy

⇐⇒ (x2 + y2 + 2x+ 2y + 2)(1 + xy) ≥ (x2 + 2x+ 1)(y2 + 2y + 1)

⇐⇒ 1 + xy(x2 + y2) ≥ x2y2 + 2xy

⇐⇒ xy(x2 − 2xy + y2) + (x2y2 − 2xy + 1) ≥ 0

⇐⇒ xy(x− y)2 + (xy − 1)2 ≥ 0
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Problem3

回到原题，我们做如下变形：

n∑
i=1

1

x3
i + xi−1xixi+1

=

n∑
i=1

1

x3
i (1 +

xi−1

xi
· xi+1

xi
)

≤
n∑

i=1

[
1

x3
i (1 +

xi−1

xi
)2

+
1

x3
i (1 +

xi+1

xi
)2

]

=

n∑
i=1

[
1

xi(xi + xi−1)2
+

1

xi(xi + xi+1)2

]

=

n∑
i=1

[
1

xi−1(xi + xi−1)2
+

1

xi(xi + xi−1)2

]
=

n∑
i=1

1

xixi−1(xi−1 + xi)

=

n∑
i=1

1

xixi+1(xi + xi+1)

故原命题成立.
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Problem4
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Problem4

Problem4

Problem4(50points)

给定正偶数 n, 对 ai ≥ (1 ≤ i ≤ n) ,

n∑
i=1

ai = 1, 求

S =
∑

1≤i<j≤n

min
{
(i− j)2, (n+ i− j)2

}
aiaj

的最大值.
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Problem4

Solution1

利用组合思想 来解决该题.
由于 n 是正偶数, 令 n = 2k, 对 1 ≤ m ≤ k 我们利用均值不等式有:

m+k−1∑
i=m

ai ·
m+2k−1∑
j=m+k

aj ≤
(
a1 + a2 + ...+ an

2

)2

=
1

4

⇒
k∑

m=1

m+k−1∑
i=m

ai ·
m+2k−1∑
j=m+k

aj

 ≤ k

4
(Ψ)

展开 (Ψ) 式子左侧，不难发现: 对于 1 ≤ i < j ≤ n, aiaj 出现的次数为

min {i− j, n+ i− j} 次

Remark: 1⃝这里我们的下标均为 mod n 意义下的下标

Remark: 2⃝关于 aiaj 出现的次数计算结果分类
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Problem4

Solution1

⇒
k∑

m=1

m+k−1∑
i=m

ai ·
m+2k−1∑
j=m+k

aj

 =
∑

1≤i<j≤n

min {i− j, n+ i− j} aiaj ≤
k

4

又 min {i− j, n+ i− j} ≤ k 故:

min
{
(i− j)2, (n+ i− j)2

}
= (min {i− j, n+ i− j})2 ≤ kmin {i− j, n+ i− j}

于是:
S =

∑
1≤i<j≤n

min
{
(i− j)2, (n+ i− j)2

}
aiaj

≤
∑

1≤i<j≤n

kmin {i− j, n+ i− j} aiaj ≤
k2

4
=

n2

16

⇒ Smax =
n2

16
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Problem4

Solution2

利用复数思想 来解决该题.
设 θ = e

2πi
n 为 n 次单位根, 令 z = a1θ + a2θ

2 + ...+ anθ
n

则

0 ≤ |z|2 = z · z̄ = (a1θ + a2θ
2 + ...+ anθ

n)(a1θ
−1 + a2θ

−2 + ...+ anθ
−n)

=

n∑
i=1

a2i +
∑

1≤i<j≤n

2 cos 2(j − i)π

n
aiaj

=

n∑
i=1

a2i + 2
∑

1≤i<j≤n

aiaj − 4
∑

1≤i<j≤n

sin2 (j − i)π

n
aiaj

=

(
n∑

i=1

ai

)2

− 4
∑

1≤i<j≤n

sin2 (j − i)π

n
aiaj = 1− 4

∑
1≤i<j≤n

sin2 (j − i)π

n
aiaj
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Problem4

Solution2

因此: ∑
1≤i<j≤n

sin2 (j − i)π

n
aiaj ≤

1

4

我们只需要证明, 对所有的 1 ≤ i < j ≤ n 都有:

n2

4
sin2 (j − i)π

n
≥ min

{
(i− j)2, (n+ i− j)2

}
即需证明:

sin (j − i)π

n
≥ 2

n
min {i− j, n+ i− j}

Reamrk: 这是由于 min
{
(i− j)2, (n+ i− j)2

}
= (min {i− j, n+ i− j})2 ≤

kmin {i− j, n+ i− j} =
n

2
min {i− j, n+ i− j}
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Problem4

Solution2

由于 sin (j−i)π
n = sin (n−j+i)π

n , 由对称性:

我们只需考虑 1 ≤ i < j ≤ n
2 = k 的情况即可

令
j − i

n
= x ≤ 1

2
, 我们证明 sin(πx) ≥ 2x 对 ∀x ∈

[
0, 1

2

]
成立即可

令 f(x) = sin(πx)− 2x f ′(x) = π cos(πx)− 2 在
[
0, 1

2

]
上单调递减且由零点

存在性定理可知其存在唯一的零点, 故 f(x) 在
[
0, 1

2

]
先增后减

结合 f(0) = f( 12 ) = 0 可知 f(x) ≥ 0 对 ∀x ∈
[
0, 1

2

]
成立

故原命题成立.
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Problem4

Thank you!
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