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Abstract

留数定理巧妙地通过柯西积分定理将洛朗级数和积分计算巧妙结合在一起，为我们计算复杂

的广义积分乃至瑕积分提供了一种崭新的思路，极大降低了单纯地通过数学分析手段求解复杂积

分的难度。本文将结合自己这一个学期关于留数定理的学习以及阅读相关文献所积累下来的一些

关于留数定理的命题，从留数定理的视角去研究三个经典积分：欧拉积分、高斯积分、狄利克雷

积分及其推广形式.

1 回顾

我们先来回顾一下留数定理 [1]。

Definition 1.1 留数
设 z0 是 f(z0) 的孤立奇点，于是 f(z) 在 V (z0, R) − {z0} 中有 Laurent 展开

f(z) =
+∞∑

k=−∞
ck(z − z0)k, z ∈ V (z0, R) − {z0}

此时

c−1 = 1
2πi

∫
Γ

f(z)dz

称为 f 在 z0 处的留数，记为 Res(f, z0).

Theorem 1.1 留数定理

设 Γ为一条正向简单闭路径，内部为D，{zk}1≤k≤n是D中有限个点，今若 f 在 D̄−{zk}1≤k≤n

上解析，则
1

2πi

∫
Γ

f(z)dz =
n∑

k=1
Res(f, zk) (1)

Proof 此时有 ϵ > 0，使对每一 k，1 ≤ k ≤ n，V̄ (zk, ϵ) ⊂ D 并且
{

V̄ (zk, ϵ)
}

1≤k≤n
两两不相交，

于是由多连通域的柯西定理：

1
2πi

∫
Γ

f(z)dz =
n∑

k=1

1
2πi

∫
|z−zk|=ϵ

f(z)dz =
n∑

k=1
Res(f, zk)
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Remark 这里用到了一个结论：

1
2πi

∫
|z−a|=r

(z − a)ndz =


0, n ̸= −1

1, n = −1
n为整数

Theorem 1.2 极点处留数的计算方法

设 a 是 f 的 n 阶极点，n ≥ 1. 并设在 a 附近我们有 f(z) = g(z)
(z−a)n，其中 g(z) 在 a 解析且

g(a) ̸= 0. 则

Res(f, a) = g(n−1)(a)
(n − 1)!

(2)

有了留数定理这样强大的工具，我们便可以以此来解即使能通过含参变量积分求解出来但步骤

异常麻烦的积分问题。

2 欧拉积分

欧拉积分这个例子来自南开数分教材第 19 章 B 组第 11 题. [2]

Proposition 2.1 欧拉积分

对于 ∀λ > 0, x > 0, α ∈ (−π
2 , π

2 )


∫ +∞

0
tx−1e−λt cos α cos(λt sin α)dt = Γ(x)

λx
cos αx∫ +∞

0
tx−1e−λt cos α sin(λt sin α)dt = Γ(x)

λx
sin αx

(3)

Proof

我们令 
A =

∫ +∞

0
tx−1e−λt cos α cos(λt sin α)dt

B =
∫ +∞

0
tx−1e−λt cos α sin(λt sin α)dt

则

A − iB =
∫ +∞

0
tx−1e−λt cos α (cos(−λt sin α) + i sin(−λt sin α)) dt

=
∫ +∞

0
tx−1e−λt(cos α+i sin α) =

∫ +∞

0
tx−1e−λte−iαdt
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令 z = λeiαt，则

A − iB =
∫

Γ

( z

λeiα

)x−1
e−zd

( z

λeiα

)
= e−iαx

λx

∫
Γ

zx−1e−zdz

其中

Γ :
{

z|z = Reiα, 0 ≤ R ≤ +∞
}

令

f(z) = zx−1e−z

其中由于 0 可能为 f(z) 的极点，我们可以考虑以下回路：

ϵ

R

Rϵ
θ

Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

x

iy

其中

Γ̄ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4

Γ1 : {z|r ≤ z ≤ R}

Γ2 :
¶

z|z = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ α
©

Γ3 :
{

z|z = leiα, R ≥ ≥ r
}

Γ4 :
¶

z|z = reiθ, α ≥ θ ≥ 0
©

显然回路中不包含 f(z) 的极点，故由柯西积分定理可知：

∫
Γ1

+
∫

Γ2
+

∫
Γ3

+
∫

Γ4
f(z)dz = 0(♠)

下面我们对这四条路径上的积分逐一进行计算.

1⃝Γ1 上的积分：

∫
Γ1

f(z)dz =
∫ R

r
zx−1e−zdz

r→0,R→+∞−−−−−−−−→
∫ +∞

0
zx−1e−zdz = Γ(x)
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2⃝Γ2 上的积分： ∫
Γ2

f(z)dz =
∫ α

0
(Reiθ)x−1e−Reiθ

Rieiθdθ

而 ∣∣∣(Reiθ)x−1e−Reiθ
Rieiθ

∣∣∣ =
∣∣∣Rxe−R cos θ−iR sin θ

∣∣∣ =
∣∣∣e−R cos θRx

∣∣∣
由于 0 ≤ θ ≤ α < π

2，故 cos θ > 0，进而有

∣∣∣e−R cos θRx
∣∣∣ R→+∞−−−−−→ 0 ⇒ lim

R→+∞

∫
Γ2

f(z)dz = 0

3⃝Γ3 上的积分： ∫
Γ3

f(z)dz = −
∫

Γ
f(z)dz

4⃝Γ4 上的积分： ∫
Γ4

f(z)dz = −
∫ α

0
(reiθ)x−1e−reiθ

rieiθdθ

而 ∣∣∣(reiθ)x−1e−reiθ
rieiθ

∣∣∣ =
∣∣∣rxe−r cos θ−ir sin θ

∣∣∣ =
∣∣∣e−r cos θrx

∣∣∣
由于 0 ≤ θ ≤ α < π

2，故 cos θ > 0，且 x > 0，进而有

∣∣∣e−r cos θrx
∣∣∣ r→0−−−→ 0

结合 (♠) 式，令 r → 0, R → +∞

∫
Γ3

f(z)dz +
∫

Γ1
f(z)dz = 0 ⇒

∫
Γ

f(z)dz =
∫

Γ1
f(z)dz = Γ(x)

⇒ A − iB = e−iαx

λx
Γ(x) = Γ(x)

λx
(cos αx − i sin αx)

⇒


A = Γ(x)

λx
cos αx

B = Γ(x)
λx

sin αx

故 
∫ +∞

0
tx−1e−λt cos α cos(λt sin α)dt = Γ(x)

λx
cos αx∫ +∞

0
tx−1e−λt cos α sin(λt sin α)dt = Γ(x)

λx
sin αx
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3 高斯积分

Proposition 3.1 高斯积分

高斯积分 (概率积分)：

I =
∫ +∞

−∞
e−x2

dx =
√

π (4)

Proof

关于高斯积分的计算我们可以通过极坐标换元或者含参变量积分这样的数分方法来解决，这里

不再做类似方法的赘述。

接下来这种做法是考虑一种比较奇妙的围道选取方法用留数定理来解决高斯积分，尽管相较于

一般围道的取法的计算过程来说更为复杂，但为我们构造函数和围道求解积分问题提供了一种新思

路

我们考虑函数

f(z) = eiπz2
tanπz

考虑以下积分围道

iy

x

Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

1
2

R R + 1

iR

上述回路仅包含 f(z) 的一个极点 (1
2 , 0)，即 z = 1

2

由欧拉公式可知：

tan πz = sin πz

cos πz
= −i

e2πiz − 1
e2πiz + 1

结合极点处留数的计算方法可知相应的留数：

2πiRes(f,
1
2

) = −2π lim
z→ 1

2

eiπz e2πiz − 1
2πie2πiz

= −2iei π
4
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进而由柯西积分定理可知：

∫
Γ

f(z)dz =
Å∫

Γ1
+

∫
Γ2

+
∫

Γ3
+

∫
Γ4

ã
f(z)dz = 2πiRes(f,

1
2

) = −2ie
π
4 i (♣)

对于 Γ2 =
{

z = t + (i + 1)R
∣∣0 ≤ t ≤ 1

}
，

|I2| ≤
∫ 1

0

∣∣∣eiπz2
∣∣∣ |tan πz| dt =

∫ 1

0
e−2πR(t+R) |tan π (t + (1 + i)R)| dt

其中

lim
R→+∞

tan π (t + (1 + i)R) = −i
e2πi(t+R)e−2πR − 1
e2πi(t+R)e−2πR + 1

b = i

故

lim
R→+∞

|I2| ≤ lim
R→+∞

∫ 1

0
e−2πR(t+R)dt = lim

R→+∞

1
2πR

e−2πR2(1 − e2πR) = 0

即

lim
R→+∞

∫
Γ2

f(z)dz = lim
R→+∞

I2 = 0

同理，对于 Γ4 =
{

z = t − (i + 1)R
∣∣0 ≤ t ≤ 1

}
，

lim
R→+∞

∫
Γ4

f(z)dz = lim
R→+∞

I4 = 0

对于 Γ1 =
{

z = 1 + (i + 1)t
∣∣ − R ≤ t ≤ R

}
，

I1 =
∫ 1+(1+i)R

1−(1+i)R
eiπz2 tan πzdz =

∫ (1+i)R

−(1+i)R
eiπ(z+1)2 tan πzdz

对于 Γ3 =
{

z = (i + 1)t
∣∣ − R ≤ t ≤ R

}
，

I3 =
∫ −(1+i)R

(1+i)R
eiπz2 tan πzdz = −

∫ (1+i)R

−(1+i)R
eiπz2 tan πzdz

结合 (♣) 式，有

−2ie
π
4 i =

∫ (1+i)R

−(1+i)R
(eiπ(z+1)2 − eiπz2) tan πzdz

而

tan πz = sin πz

cos πz
= −i

e2πiz − 1
e2πiz + 1

故

−2ieiπ/4 = i

∫ (1+i)R

−(1+i)R
eiπz2(ei2πz − 1)dz = −i

∫ (1+i)R

−(1+i)R
eiπz2

dz − i

∫ 1+(1+i)R

1−(1+i)R
eiπz2

dz
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现取极限 R → +∞

−2ieiπ/4 = −i lim
R→∞

Ç∫ (1+i)R

−(1+i)R
+

∫ 1+(1+i)R

1−(1+i)R

å
eiπz2

dz = −2i

∫ (1+i)∞

−(1+i)∞
eiπz2

dz

即 ∫ (1+i)∞

−(1+i)∞
eiπz2

dz = ei π
4

令 z = ei π
4 t , 则上面积分的上下限变为

±(1 + i)e−i π
4 · ∞ = ±

√
2

2
(1 + i)(1 − i)∞ = ±

√
2∞ = ±∞

进而有 ∫ +∞

−∞
e−πt2

dt = 1

再令 x =
√

πt , 便得出了高斯积分值

∫ +∞

−∞
e−x2

dx =
√

π

Remark

这种做法别于我们利用留数定理选取函数的一般选取方法，通常来说我们下意识地会去考虑函

数

φ(z) = eiz2

此时选取的回路应为半圆弧路径，但是这样的取法下

∣∣∣∣∫Γ
e−z2

dz

∣∣∣∣ ≤ R

∫ π

0

∣∣∣e−R2ei2θ
∣∣∣ dθ

而此时由积分中值定理，∃ϕ ∈ [0, π]

∣∣∣∣∫Γ
e−z2

dz

∣∣∣∣ ≤ R

∫ π

0

∣∣∣e−R2ei2θ
∣∣∣ dθ = πRe−R2 cos 2ϕ

此时但我们令 R → +∞ 时，

lim
R→+∞

Re−R2 cos 2ϕ =


∞ π

4
< ϕ <

3π

4
0 其余情况

而我们要求的是该积分不能是发散的，故通常取法是去考虑一个四分之一圆弧为围道.
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接下来，我们考虑推广高斯积分.

Proposition 3.2 高斯积分推广形式 1

对于 ∀a, b ∈ C 且 Re(a) > 0

I(a, b) =
∫ +∞

−∞
e−ax2+bxdx =

…
π

a
e

b2
4a (5)

Proof

我们通过从 a, b 的取值情况入手进行分类讨论来证明这个推广命题.

Case1 a > 0, b ∈ R 时

I(a, b) =
∫ +∞

−∞
e−ax2+bxdx =

∫ +∞

−∞
e−a(x− b

2a
)2+ b2

4a dx

= e
b2
4a

∫ +∞

−∞
e−a(x− b

2a
)2

dx = 1√
a

e
b2
4a

∫ +∞

−∞
e−(

√
a(x− b

2a
))2

d(
√

ax) =
…

π

a
e

b2
4a

Case2 b ∈ C 时 ∫ +∞

−∞
e−at2±ibtdt =

…
π

a
e− b2

4a

Case3 a ∈ C 时

不妨设 a = σ + it , 我们有

∫ +∞

−∞
e−σx2+bx−itx2

dx =
…

π

σ + it
e

b2
4(σ+it)

即命题依旧成立.

根据上述命题，特别地，当 a = it 为纯虚数时

∫ +∞

−∞
ebx−itx2

dx =
…

π

it
e

b2
i4t = (1 − i)

…
π

2t
e− ib2

4t

其中虚数单位平方根的倒数为

1√
i

= i−1/2 = e−iπ/4 =
√

2
2

(1 − i)

令 b = 0, t = 1，即有 ∫ +∞

−∞
e−ix2

dx = (1 − i)
…

π

2

我们按照实部和虚部一一对应，即可得到菲涅尔积分公式 [2]：
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Proposition 3.3 菲涅尔积分公式∫ ∞

0
sin x2 dx =

∫ ∞

0
cos x2 dx =

…
π

8
(6)

更进一步：将式 (5) 对 b 求偏导可得

∫ +∞

−∞
te−at2±ibtdt = ±i

b

2a

…
π

a
e− b2

4a

对上式取虚部

∫ +∞

−∞
te−at2 sin bt dt = b

2a

…
π

a
e− b2

4a

由于上式的被积函数为偶函数，令 t =
√

x 后，便有

∫ ∞

0
e−ax sin b

√
x dx = b

2a

…
π

a
e− b2

4a

即为 sin b
√

x 的拉普拉斯变换

L
{

sin b
√

x
}

(a) =
∫ ∞

0
e−ax sin b

√
x dx = b

2a

…
π

a
e− b2

4a

Definition 3.1 拉普拉斯变换与逆变换
令 f(t) 为 [0, ∞) 上的函数，f(t) 的拉普拉斯变换定义为：

F (s) = L
{

f(s)
}

=
∫ ∞

0
estf(t)dt (7)

其中 s 为所有使上述积分收敛的值. 设 F (s) 是 f(t) 的拉普拉斯变换，即 F (s) = L
{

f(s)
}
，

那么我们定义 f(t) 为 F (s) 的拉普拉斯逆变换，即

F (s) = L
{

f(s)
}

=
∫ ∞

0
estf(t)dt ⇐⇒ f(t) = L−1

{
F (s)

}
更进一步，我们有：

f(t) = 1
2πi

lim
T →∞

∫ c+iT

c−iT
estf(t)ds, c > 0 (8)

结合我们得到的 sin b
√

x 的拉普拉斯变换，我们可以求解 e−a
√

s 的拉普拉斯逆变换.
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Example 3.1

求 e−a
√

s 的拉普拉斯逆变换.

I(t) = L−1
{

e−a
√

s
}

(t) = 1
2πi

lim
T →∞

∫ c+iT

c−iT
est−a

√
sds Re(a) > 0 (9)

Solution

考虑以下积分围道

c − i∞

c + i∞

B

A

R

δ
CR Cδ

L1

L2

Γ1

Γ2

λ1

λ2

L

x

iy

令 ∫
C

f(z)dz =
∫

C
ezt−a

√
zdz

容易验证大小圆弧 CR, Cδ 以及 L1 ∪ L2 路径的积分 (在取极限后) 的结果为零。

因此根据柯西积分定理与留数定理可知

∫
C

f(z)dz =
Å∫

λ1
+

∫
λ2

+
∫

L

ã
f(z)dz = 0

注意到 L 路径的积分 (在取极限后) 便是待求积分，所以

I(t) = − 1
2πi

lim
δ→0

Ñ∫
λ1

+
∫
λ2

é
f(z)dz

对于路径 λ1 和 λ2 我们分别取 arg(z) = iπ 和 arg(z) = −iπ , 那么

I(t) = 1
2πi

∫ ∞

0
e−xt(eia

√
x − e−ia

√
x)dx = 1

π

∫ ∞

0
e−xt sin a

√
x dx
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根据刚才得到的 sin b
√

x 的拉普拉斯变换可得

I(t) = L−1
{

e−a
√

s
}

(t) = 1
π

L
{

sin a
√

x
}

(t) = a

2t
√

πt
e− a2

4t

这样我们便得到了 e−a
√

s 的拉普拉斯逆变换，即

a

2t
√

πt
e− a2

4t = L−1
¶

e−a
√

s
©

利用 e−a
√

s 的拉普拉斯逆变换的结果可以运用于求解热传导方程，这里不再做过多介绍.

4 狄利克雷积分

狄利克雷积分这个例子来自南开复变教材第 4 章习题 33 − (v), (vi). [1, 3]

Proposition 4.1 狄利克雷积分 ∫ +∞

−∞

sin x

x
dx = π (10)

进一步

∫ +∞

−∞

sin2 x

x2 dx =
∫ +∞

−∞
sin2 xd(− 1

x2 ) = 0 +
∫ +∞

−∞

sin x

x
dx =

∫ +∞

−∞

sin x

x
dx

对于 m = 1, 2 的狄利克雷积分的求法与 ∀m ∈ N∗ 的求法相似，我们直接考虑求解推广形式的

狄利克雷积分.

下面我们考虑对狄利克雷积分进行推广：

Proposition 4.2 狄利克雷积分的推广形式

对 ∀m ∈ N∗，

∫ +∞

−∞

sinm x

xm
dx =



∫ ∞

−∞

sin2n+1 x

x2n+1 dx = π

(2n)!

n∑
k=0

(−)k

Ç
2n + 1

k

åÅ2n + 1
2

− k

ã2n

m = 2n + 1

∫ ∞

−∞

sin2n x

x2n
dx = π

(2n − 1)!

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
(n − k)2n−1 m = 2n

(11)

Proof

我们考虑将 m 分奇偶性进行讨论：
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Case1: m = 2n + 1, n ∈ N∗ 时

我们先证明一个引理

Lemma 4.1 sin2n+1x 展开

对 ∀n ∈ N∗，

sin2n+1 x = (−1)n

22n

n∑
k=0

(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
sin(2n + 1 − 2k)x (12)

根据 Euler 公式，有

sin2n+1 x =
Åeix − e−ix

2i

ã2n+1

=
Å 1

2i

ã2n+1 2n+1∑
k=0

Ç
2n + 1

k

å (
eix)2n+1−k (−e−ix)k

=
Å 1

2i

ã2n+1 2n+1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
ei(2n+1−2k)x

=
Å 1

2i

ã2n+1 n∑
k=0

(−1)k

Ç
2n + 1

k

åî
ei(2n+1−2k)x − e−i(2n+1−2k)x

ó
= (−1)n

22n

n∑
k=0

(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
sin(2n + 1 − 2k)x

即引理得证.

考虑积分 ∫
C

1
z2n+1 f(z)dz

积分路径 C 如下图

R

CR

δ
Cδ

x

iy
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其中

f(z) =
n∑

k=0
(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
ei(2n+1−2k)z − G2n−1(z)

G2n−1(z) 是不超过 2n − 1 次的多项式，使 z = 0 为被积函数 f(z)
z2n+1 的一阶极点，即 z = 0 为

f(z) 的 2n 阶零点，

n∑
k=0

(−1)k

Ç
2n + 1

k

å[
i(2n + 1 − 2k)

]l − Gl
2n−1(0) = 0, l = 0, 1, · · · , 2n − 1.

由于
d

dx
sin2n+1 x

∣∣∣
x=0

= 0, . . . ,
d2n−1

dx2n−1 sin2n+1 x
∣∣∣
x=0

= 0

于是

G2n−1(0) =
n∑

k=0
(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
G′

2n−1(0) = i
n∑

k=0
(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
(2n + 1 − 2k) = 0

G′′
2n−1(0) = −

n∑
k=0

(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
(2n + 1 − 2k)2

...

G
(2n−2)
2n−1 (0) = (−1)n−1

n∑
k=0

(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
(2n + 1 − 2k)2n−2

G
(2n−1)
2n−1 (0) = (−1)n−1i

n∑
k=0

(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
(2n + 1 − 2k)2n−1 = 0

由此可得

G2n−1(z) =
n−1∑
l=0

(−1)l

(2l)!

ñ
n∑

k=0
(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
(2n + 1 − 2k)2l

ô
z2l

即 G2n−1(z) 是 2n − 2 次的偶次多项式，系数为实数. 根据留数定理有

∫ −δ

−R

1
x2n+1 f(x)dx +

∫
Cδ

1
z2n+1 f(z)dz +

∫ R

δ

1
x2n+! f(x)dx +

∫
CR

1
z2n+1 f(z)dz = 0

由于

lim
z→∞

1
z2n+1 = 0

故

lim
R→∞

∫
CR

1
z2n+1 ei(2n+1−2k)zdz = 0

又由于

lim
z→∞

z · 1
z2n+1 = 0
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因此

lim
R→∞

∫
CR

1
z2n+1 G2n−1(z)dz = 0

合并起来进而有

lim
R→∞

∫
CR

1
z2n+1 f(z)dz = 0

另一方面

lim
z→0

z · 1
z2n+1 f(z) = lim

z→0

1
z2n

f(z)

= lim
z→0

1
z2n

®
n∑

k=0
(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
ei(2n+1−2k)z − G2n−1(z)

´
= 1

(2n)!

n∑
k=0

(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
[i(2n + 1 − 2k)]2n

= (−1)n

(2n)!

n∑
k=0

(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
(2n + 1 − 2k)2n

所以

lim
δ→0

∫
Cδ

1
z2n+1 f(z)dz = −πi · (−)n

(2n)!

n∑
k=0

(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
(2n + 1 − 2k)2n

取极限 δ → 0, R → ∞ , 即得

,∫ ∞

−∞

1
x2n+1 f(x)dx = πi (−1)n

(2n)!

n∑
k=0

(−)k

Ç
2n + 1

k

å
(2n + 1 − 2k)2n

比较虚部，由于 G2n−1(x) 的系数为实数，结合 Lemma 4.1

sin2n+1 x = (−1)n

22n

n∑
k=0

(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
sin(2n + 1 − 2k)x

就得到 ∫ ∞

−∞

1
x2n+1

®
n∑

k=0
(−)k

Ç
2n + 1

k

å
sin(2n + 1 − 2k)x

´
dx

= (−1)n22n
∫ ∞

−∞

sin2n+1 x

x2n+1 dx

= π
(−1)n

(2n)!

n∑
k=0

(−1)k

Ç
2n + 1

k

å
(2n + 1 − 2k)2n

最终有 ∫ ∞

−∞

sin2n+1 x

x2n+1 dx = π

(2n)!

n∑
k=0

(−)k

Ç
2n + 1

k

åÅ2n + 1
2

− k

ã2n

Case2: m = 2n, n ∈ N∗ 时



4 狄利克雷积分 15

我们先证明一个引理

Lemma 4.2 sin2nx 展开

对 ∀n ∈ N∗，

sin2n x = (−1)n

22n

®
2

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
cos(2n − 2k)x + (−1)n

Ç
2n

n

å´
(13)

根据 Euler 公式，有

sin2n x =
Åeix − e−ix

2i

ã2n

= (−1)n

22n

2n∑
k=0

Ç
2n

k

å
(ex)2n−k

(
− e−ix

)k

= (−1)n

22n

2n∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
ei(2n−2k)x

= (−1)n

22n

{
n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
ei(2n−2k)x + (−1)n

Ç
2n

n

å
+

2n∑
k=n+1

(−1)k

Ç
2n

k

å
ei(2n−2k)x

}

= (−1)n

22n

®
n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

åî
ei(2n−2k)x + e−i(2n−2k)x

ó
+ (−1)n

Ç
2n

n

å´
= (−1)n

22n

®
2

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
cos(2n − 2k)x + (−1)n

Ç
2n

n

å´
即引理得证.

考虑积分 ∫
C

1
z2n

f(z)dz

积分路径 C 如下图，

R

CR

δ
Cδ

x

iy
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其中

f(z) =
n−1∑
k=0

(−)k

Ç
2n

k

å
ei(2n−2k)z + (−)n

2

Ç
2n

n

å
− G2n−2(z)

G2n−2(z) 是不超过 2n − 2 次的多项式，使 z = 0 为被积函数 f(z)
z2n

的一阶极点，即 z = 0 为

f(z) 的 2n − 1 阶零点，

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
+ (−1)n

2

Ç
2n

n

å
− G2n−2(0) = 0

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
[i(2n − 2k)]l − Gl

2n−2(0) = 0, l = 1, 2, · · · , 2n − 2

由于

sin2n
∣∣
x=0 = 0,

d2

dx2 sin2n
∣∣
x=0 = 0, . . .

d2n−2

dx2n−2 sin2n
∣∣
x=0 = 0

于是

G2n−2(0) =
n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
+ (−1)n

2

Ç
2n

n

å
= 0

G′
2n−2(0) = i

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
(2n − 2k)

G′′
2n−2(0) = −

n−1∑
k=0

(−)k

Ç
2n

k

å
(2n − 2k)2 = 0

...

G
(2n−3)
2n−2 (0) = (−1)ni

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
(2n − 2k)2n−3

G
(2n−2)
2n−2 (0) = (−1)n+1

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
(2n − 2k)2n−2 = 0

由此可得

G2n−2(z) = i
n−2∑
l=0

(−1)l

(2l + 1)!

ñ
n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
(2n − 2k)2l+1

ô
z2l+1

即 G2n−2(z) 是 2n − 3 次的奇次多项式，系数为纯虚数. 根据留数定理有

∫ −δ

−R

1
x2n

f(x)dx +
∫

Cδ

1
z2n

f(z)dz +
∫ R

δ

1
x2n

f(x)dx +
∫

CR

1
z2n

f(z)dz = 0

由于

lim
z→∞

1
z2n

= 0
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故

lim
R→∞

∫
CR

1
z2n

ei(2n−2k)zdz = 0

又由于

lim
z→∞

z · 1
z2n

= 0

因此

lim
R→∞

∫
CR

1
z2n

dz = 0

再由于

lim
z→∞

z · 1
z2n

G2n−2(z) = 0

所以

lim
R→∞

∫
CR

1
z2n

G2n−2(z)dz = 0

合并起来进而有

lim
R→∞

∫
CR

1
z2n

f(z)dz = 0

另一方面

lim
z→0

z · 1
z2n

f(z) = lim
z→0

1
z2n−1 f(z)

= lim
z→0

1
z2n−1

®
n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
ei(2n−2k)z + (−1)n

2

Ç
2n

n

å
− G2n−2(z)

´
= 1

(2n − 1)!

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
[i(2n − 2k)]2n−1

所以

lim
δ→0

∫
Cδ

1
z2n

f(z)dz = −πi · i2n−1

(2n − 1)!

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
(2n − 2k)2n−1

= (−1)n+1 π

(2n − 1)!

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
(2n − 2k)2n−1

取极限 δ → 0, R → ∞, 即得

∫ ∞

−∞

1
x2n

f(x)dx = (−1)n π

(2n − 1)!

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
(2n − 2k)2n−1

比较实部，由于 G2n−2(x) 的系数为纯虚数，结合 Lemma 4.2

sin2n x = (−1)n

22n

®
2

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
cos(2n − 2k)x + (−1)n

Ç
2n

n

å´
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就得到 ∫ ∞

−∞

1
x2n

®
n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
cos(2n − 2k)x + (−1)n

2

Ç
2n

n

å´
dx

= (−1)n22n−1
∫ ∞

−∞

sin2n x

x2n
dx

= (−1)n π

(2n − 1)!

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
(2n − 2k)2n−1

最终有 ∫ ∞

−∞

sin2n x

x2n
dx = π

(2n − 1)!

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
(n − k)2n−1

故综上，我们有

∫ +∞

−∞

sinm x

xm
dx =



∫ ∞

−∞

sin2n+1 x

x2n+1 dx = π

(2n)!

n∑
k=0

(−)k

Ç
2n + 1

k

åÅ2n + 1
2

− k

ã2n

m = 2n + 1

∫ ∞

−∞

sin2n x

x2n
dx = π

(2n − 1)!

n−1∑
k=0

(−1)k

Ç
2n

k

å
(n − k)2n−1 m = 2n

5 总结

留数定理堪称复变函数领域的一座巍峨丰碑。它犹如一条精妙的纽带，将复变函数在孤立奇点

处看似微观局部的留数特性，与宏观层面的闭曲线积分紧密相连，展现出一种高屋建瓴的理论架构。

在理论深度上，它是柯西积分定理等经典理论的卓越升华，极大地拓展了复变函数积分理论的边界，

为深入探究函数在奇点附近的行为以及复杂区域上的积分开辟了崭新通途。其影响力更是跨越复变

函数的范畴，在调和分析、数论等数学分支中若隐若现地编织起联系的网络，促进了数学学科内部

的深度交融。

正如高斯所言：“数学中的一些美丽定理具有这样的特性：它们极易从事实中归纳出来，但证明

却隐藏的极深。”留数定理便是这样一个美丽且深刻的定理，它建立了函数在孤立奇点处的留数与闭

曲线积分之间的联系，这种联系看似简洁明了，但背后的证明和理论基础却蕴含着深刻的数学思想。
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